ANALYTISCHE UBUNGEN*

Leonhard Euler

§1 Die Relation, welche ich einst beobachtet habe, dass sie zwischen den
Summen dieser divergenten Reihen

1-2"43" —4" 45" —etc
und dieser konvergenten
1_,_7_’_74_ ! —I-l—i—etc
3n  5n 9n
besteht, scheint nicht gerade wenig bemerkenswert, und diese verhdlt sich so:
1-2943%— 4" tetc =
1-2"+3" -4l fetc=
1-22+3 -4 fetc=
1-22+3 —Ftete=Z=-2801+L+& + 4 +eto)
1-2"43"—4*tetc= 3
1-2°+3 — L tete=38 =+212343(1 4 L4 L4 L t+eto)
1-2043°—4%tetc= 1)
1-27 438 -4 fete =22 = —227(14 & + & + % +etc)
1-2843%— 4 tetc= 25
1-2+3 — & tete = 8 = + 21521 4 5 + &5 + o1 + eto)

10

=+ (1+ 5 + 5 + 5 +etc)

| IO = NI

wo 7t die Peripherie des Kreises bezeichnet, deren Durchmesser gleich 1 ist.
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§2 Daher lasst sich schliefien, dass im Allgemeinen zwischen diesen unend-
lichen Reihen
1—2"143m !t — g4l et
und
1 1 1
1+ 37 + 57 + % + etc
eine Relation solcher Art Geltung hat, dass

2:1---(n—1) 11
o 3 s
TU

1 1 -1 _
1-2""" 43" 4" L etc = TR

1
N <1 + + 7n + etc> ,
wo wir freilich wissen, sooft n eine ungerade Zahl war — der Fall n = 1
ausgenommen — dass N = 0 sein wird; sooft aber n eine gerade Zahl war,

dass entweder N = +1 oder N = —1 ist. Es wird natiirlich, wenn 7 eine
gerade Zahl der Form 4m + 2 ist, N = +1 sein, wenn n aber eine gerade Zahl
der Form 4m ist, wird N = —1 sein. Daher wird sich nicht schwer vermuten

lassen, von welcher Art die Funktion von N ist, weil, wenn

n = 2, 3, 4 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, etc
ist,

N = 41,90 -1, 0, +1, 0, -1, 0, +1, 0, -1, 0, etc

ist.

§3 Und nicht einmal, wenn wir die Sache griindlicher betrachten, der Fall
n = 1 entspricht diesem Gesetz, nach welchem N = 0 werden muss; es steht
namlich nichts im Wege, dass wir diese Gleichung zulassen

2 1 1 1 1
1-2043% 4% petc==-0-(1+-+=+=+-+etc],
+ + etc po +3+5+7+9+ec

weil ja die Summe der Reihe

1454242 tet
-+ =+ +etc
3757

unendlich ist, woher jedenfalls

SRR
o
3
Il

N =

N



werden kann oder gleich der Summe der Reihe
1-1+1-1+1-1+4+1—-1+etc.

Deshalb wird ohne jede Ausnahme, wenn

n =1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9, eftc
war,
N =0 +1, 0, -1, 0, +1, 0, —1, 0, etc
sein, welchem Gesetz freilich unzahlige fiir N anzunehmende Formeln ge-

niigen konnen. Aber es ldsst sich nicht zweifeln, dass die einfachste und
nattirlichste hier Geltung hat, welche

N = cos

7T

ist, wahrend hier 7w den Winkel, der zwei rechten gleich ist, bezeichnet, weil
ja der ganze Sinus gleich 1 angenommen wird, dass 7t die Halbperipherie des
Kreises ist.

§4 Nachdem also diese Vermutung zugelassen wurde, werden wir im Allge-
meinen

120143l g1 ete
n—2 1-2-3---(;1—1)(

=2 cos 7T

2 7T

1 1
1+37+57+etC

haben oder, indem man die Gleichung umstellt,

1 1 1
1+37+57+%+etc
1 Vit

— X 1— anl 31171 . 41171 t

2cos S2m 123 =1 * +ete)
und aus dem Vorhergehenden ist klar, dass diese Gleichung wirklich besteht,
sooft n eine gerade Zahl war, und auch nicht in den Féllen von der Wahrheit
abweicht, in denen n eine ungerade Zahl ist. Wenn sie daher fiir die Félle
wabhr ist, in denen n eine gebrochene Zahl ist, miissen die Werte der Formel



1-2-3---(n—1) durch Interpolation angegeben werden, welche sich fiir die
Halbwerte freilich so verhalten: wenn n — 1 =

1 3 5 7 9

X N U U U
ist, so sind (die Werte)
1 1-3 1-3-5 1-3-5.7 1-3-5-7-9
~ 7 N A7 7 7 ~N A A A A A 7 t
VT 3 2-2-2ﬁ 2222V 320202V
und das cos ”7_2712
1 1 1 1 R
\/il \/EI \/EI \/EI \/EI
§5 Fiir diese Fdlle werden wir also haben
RN S SR
3v3 55 7V7
2
:+\(ﬂ<1—\f2+ﬁ—\/‘1+\/g—etc>,
1+ ! + L + ! + etc
32\/> 52\/> 2\/>
2
2202 (1 2va 4 33— 4VE +5VE —etc)
+ i TR
33\@ 53\/5 73\ﬁ
44/2
=— 3 \{5713 (1—22ﬁ+32f3—42\/41+52\/§—etc>,
P S S S
34f 54\@ 74\/7
82 3 3 3
R (1—2\/§+3ﬁ—4\/41+etc),
TR R .
35[ 55\/5 75\ﬁ
16V/2 4 4 4
=TT <1—2 V2 +34/3 4 x/1+etc)

Ob diese Gleichheiten uneingeschrankt wahr sind, mochte ich nicht wagen
hartnéckig zu versichern; es sollte also untersucht werden, ob sie den durch



Approximation genommenen Reihen geniigt; und fiir die erste Reihe berech-
nen wir freilich ndherungsweise

1—v2+4+ V3 —V4+/5—etc =0,380317,

welche Zahl mit 77v/2 multipliziert 1,689665 gibt, welcher die Summe der

Reihe
1 1

1
1+ + +
3v3 5V5  7V7

ndherungsweise gleich entdeckt wird.

+ etc

§6 Weil es aber scheint, dass fiir ungerade fiir n anzunehmende Zahlen
daher nichts gefolgert werden kann, deshalb weil das eine Glied unserer
Gleichung in J ibergeht, wollen wir fiir , damit wir diese Werte finden, eine
Zahl setzen, die unendlich wenig von einer ganzen Zahl abweicht oder wir
wollen n 4+ w anstelle von n schreiben, wihrend w einen unendlich kleinen
Bruch bezeichnet; und wir werden

1 1 1

1 7-[n+w
ZZCOSH%n1‘2-~(n—1+w)

<1 _ 2n71+w + 3n71+w _ 4n71+w + etc)

haben. Hier bemerke ich daher zuerst, dass

1
aner

=a"Y=a"1-wlna)

ist, wo die natiirlichen oder hyperbolischen Logarithmen zu verstehen sind,
sodass

1 1 wlna
antw —ogn o gn
ist. Auf dhnliche Weise wird
n—14+w

a =a" T4+ 4" wina

sein und
" = "1+ winn);
dann aber wird

n—2+wn_ n—Zn 1w7'c' n—Zn
cos > = Cos 5 > sin > .




Weil ich schliefSlich einst gezeigt habe, dass der Wert der Formel 1-2--- (n —
1+ w) im Fall n = 1 gleich 1 — 0,57721566w ist, wird, wenn wir der Kiirze
wegen

A =0,5772156649015328,

schreiben, indem wir

nehmen,

1-2---(n—14+w)=1-Aw, 1+(1-MNw, 24+B3-2N)w, 6+ (11 —6))w,
24 4 (50 — 24\ w,  etc.

sein.

§7 Wir wollen hier hauptsdchlich den Fall n = 3 betrachten, weil ja diese

Reihe
1 1 1
1+ ﬁ + ? + % + etc
so beschaffen ist, dass bisher alle Miihen, um ihre Summe zu finden, vergeblich
unternommen worden sind. Weil also

. n—
Ccos =0 und sin T=1

ist, wird unsere Gleichung diese Form

1 1 1 1 In3 In5 In7
1+§+5f3+ﬁ+etc—w n1+3f3+?+$+etc
-1 P(1+wlnn)

=—. ma — 22432 - 42 fetc— w(2°In2 —3°In3 +4%*In4 — etc))

annehmen. Aber weil
1-224+3% 4% tetc=0
ist, werden wir fiir w = 0 gesetzt

1 1 1 1
I+ 5+ g5+ 5 tete= E7z2(221nz—321ns+421n4—521r15+etc)



haben und so wiirden wir zum Ziel gelangen, wenn sich die Summe dieser
Logarithmusreihe

22In2 — 3%In3 + 4%In4 — 521n5 + etc

angeben liefse. Auf dhnliche Weise findet man aber fiir die {ibrigen Potenzen

1+;5+515+715-I-etc—ﬁ(flrﬂ—34ln3+441n4—541n5-|-etc)
It ot 5+ —|—etc—i(zéan—36ln3+461n4—561n5—|—etc)
37 57 1-2---6
TR 1 +etc—i(zslnz—381n3+481n4—581n5+etc)
39 59 79 1-2-.-8
etc

§8 Es sei uns also diese unendliche Reihe vorgelegt worden
2°In2—3’In3+4’In4 —5°In5+ 6’ In6 — 72 In7 + etc = Z,

dass
1

1
1—1—33—1—53—1— —l—etc—§er

wird, und damit wir weniger an ihrer Summe verzweifeln, bemerke man, dass

1n2—1n3—|—1n4—1n5+ln6—etc:%lng

ist. Jene Reihe Z aber kann in viele Formen verwandelt werden, wie z. B.

3 4 5 6 7
Z—ln2—3ln§—|—6ln§—101n1—|—151ng—211n6+etc
und
2.2 4.4 6-6 8-8 10-10
Z—lnﬁ+4lnﬁ+9l 5 7~|—161 779 +25In TR + etc
3 3 5 5 7 7 9.9
Wenn wir ndmlich im Allgemeinen
Z—wlng—ﬁl 3 3+’yl ;14; dln %—FSI ﬂ {In u~|—e’cc:



setzen, muss gelten

26 + B =4, unddaher p=4-2«

x+2+7=9 y=1+3a
B+2y+6=16 0=10 — 4«
Y+20+e=25 e =4+ 5
0+2e+ (=236 (=18 —6bu
e+20+n =49 =9+ 7«
C+2n+0=64 6 =28 — 8«
n+20+:=281 1 =16 + 9«
etc etc

Hier haben wir aber & = 1 angenommen, damit diese Progression besonders
regelméfiig wird.

§9 Diese letzte Form scheint bei unserer Aufgabe besonders geeignet, weil
ja die Logarithmen in konvergente Reihen aufgelost werden. Fiir dieses Ziel
werde ich fiir die positiven Terme diese Auflosung gebrauchen. Weil eine
beliebige in dieser Form

xxIn dx = —xxIn 1—L
4xx —1 4xx

enthalten ist, entsteht daher diese unendliche Reihe

1 1 1 1
— t
™ <4xx+2-24x4+3-26x6+4-28x8+ec>

oder diese

LU S U U TS G SR B S
22 0 2.24 xx  3.20 xt  4.28 x6  5.210 x8 '

Fiir die negativen Terme aber ist die allgemeine Formel

(2x+1)* 1
—x(x+1)lnm = —x(x—|—1)1n <1+ 4x(x—|—1)>'

welche in diese Reihe aufgelost wird

11 11 11 B
2277228 x(x+1) 3-26 x2(x+1)2 " 4-28 x3(x+1)3

etc,



woher der Wert von Z in diese Reihen verwandelt wird

Z=2%H(1-1+1-1+etc)+ 50 (14 5+ 2% + 55 + = +etc)
sl (1= e+ = e8] gl (1 g 5+l et
tsam (1— g + o5 — o Fete) + gam (14 s + g0 + 555 + 50 +eic)

etc

§10 Wenn wir daher nun der Kiirze wegen setzen:

1 1 1 o,
1+?+§+E+etc—um
1 1 1 .
1+?+37+E+etc:ﬁ7r
1 1 1 .
1+¥+¥+E+etc:7n
1 1 1 o
1+?+@+E+etc:5n

etc

wo die Zahlen «, B, 7, 6, etc bekannt sind, und weil

1
1-14+1—-1+etc= -

2
ist, wird
z=2.210 1 (el il
22 2 2.4 2 6 12
+ L ﬁn‘*—l—l—i—etc +L n6+l+l+i+etc
326 2@ 122 1.8\ T T g T s
SRR (L I e IS L R R
5.210 26 12t YY) Tean 2 s e
etc,

wo schon die ganze Aufgabe auf die Summation dieser Reihen

2n 6" 12 20"
zuriickgefiihrt worden sind, von welchen Potenzen die Wurzeln 2, 6, 12, 20,
etc das Doppelte der Dreieckszahlen sind.

+ etc



§11 Die einzelnen Terme dieser Reihe aber, deren Form m ist, konnen
in Teile einfacher Potenzen aufgelost werden, die sich so verhalten:

1 11
x(x+1)  x x+1
1 1 1

x2(x+1)2 27 (x+1)2

(
1 :1_1_3<
(

WBx4+1)P3  x¥ (x+1)3
1 1 1
x4
4.5-6

1 1
1-2-3\x x+1
Weil, indem man die Summen mit dem Zeichen f kennzeichnet,

[ 5

etc

ist, wird

sein.

§12 Die absoluten Zahlen lassen sich in diesen einzelnen Ausdriicken ange-
nehm zu einer zusammenziehen, und weil darauf

1 2 1 4 1 6 1 8
/;:zxn, /F:ﬁn, /E:,WT’ /E:&T’ etc

10



ist, werden wir

1 2.
/xz(x+1)2 = 207" — 1.3'
[ =227y
/x4(x1+1)4=254_ 24 2227
/xS(x1+1)5__5'2/3”4_?:;;2"‘”2+mf
e e e

etc
wo diese bemerkenswerte Reduktion zu erwahnen ist

1+

1 1-2 1-2---(n—1) 1-2-

es wird ndmlich die Summe aus bekanntem Gesetz gleich

(n+1)(n+2)(n+3)---(2n—1)
1-2:3---(n—1) ‘

§13 Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, werden wir

z=2%-1+.1 m2+1)+3.1?(5n4+%—2m2)
1

.6-7-8- -6- 2_5 4
e+ 13345 — 1232070 — 12PTT )
+

— 2L 22&7’[2 — %2ﬁ7t4 — 2’)/7T6

11

3.-.n

45  3m. 2 1 8 | 4567 45+ 2 4
328 (y7® + 123 — 1207T ) + 5210 (5” + 1334 — 12207 —2B7 )
1 56

)+etc

n+n(n—|—1)+H.+n(n+1)---(2n—2) _nn+1)(n+2)---(2n—1)

7



welcher Ausdruck in diese Reihen aufgelost wird:

_ 1 1 ., 23 345 4567 56789
Z =5t om t 335 1 3345 T 3534500 T 3345602 T €tC

an® | Bt | g | spd | el
221 T 325 T 425 T 520 T gom Tefc
ha2 3 45 567 67-8:9
207 (55 + 1355 + 12520 T 123627 T Ta3a7a% T etc)
op A1 5 67 7.8:9 89-10-11
2B7" (570 + 1oam + 1252w + Ta58aw T Tas4s0w +etc)
1 7

B 6 89 9.10-11 10-11.12:13
297 ( o1 T 1g2% T 12908 T 1230020 T 12341102 T etc)

‘H

w

+
+

etc

§14 Daher werden wir zu dieser allgemeinen unendlichen Reihe gefiihrt,
welche alle jene in sich umfasst:

1 N n (n+1)(n+2) (n+2)(n+3)(n+4)
n-22 - (n41)22+2 ° 2(n 4 2)22n+4 2-3-(n+3)22n+6
(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)

tc,
2.3.4.(n+4)22n+8 + etc

deren Summe also gefunden werden muss. Wenn wir also die Summe dieser
Reihe im Allgemeinen mit dem Zeichen S(n) bezeichnen, werden wir

Z= —% +S(1) + 2ar? <4 _124 - 5(3)> + 2Bt <6126 — 5(5))

1 1
+ 297 (8_28 - 5(7)) + 2678 (10-210 - 5(9)) + etc

haben. Unsere allgemeine Reihe kann aber angenehmer so ausgedriickt wer-
den:

n(n+1)5(n):n+l nn n(n+1)(n+1)+n(n+1)(n+2)(n+4)

22n 22n+2 2 .22n+4 2.3.22n+6
nn+1)(n+3)(n+5)(n+6) nn+1)(n+4)(n+6)(n+7)(n+8) ¢
* 2.3-4.22n+8 + 2.3.4.5.02n+10 +etc,

wo die Nenner frei von der Zahl # sind. Die einzelnen Terme konnen auch so
durch Faktoren dargestellt werden, dass

S(n) = A+ AB+ ABC + ABCD + ABCDE + etc
gesetzt wird und es wird

1ty om o (i Dm+l) 5 (n+2)(n+d)
n-22n’ 4(n+1)’ 4-2n ' 4-3(n+1) ’

12



(n+3)(n+5)(n+6) Fo (n+4)(n+7)(n+8)
4-4-(n+2)(n+4)’ 4-5-(n+3)(n+5)’

wo der Faktor im Allgemeinen diese Form hat:

E =

etc,

(m+A—-1)(n+2A-3)(n+21-2)
AA(n+A—-2)(n+A)

§15 Wir wollen daher mit dem einfachsten Fall n = 1 beginnen, und weil
der Faktor im Allgemeinen gleich

AA=2)(2A —1)  2A—1
4AA=1)(A+1) 2142

ist, wird

ist, wird

142435, 357 24 1Yy
6 68 6-8-10 11 -

sein und daher

1 1 3
SW=3+5=5
und , .

13



§16 Damit wir aber die Summen der iibrigen Reihen leichter bestimmen
konnen, wollen wir x anstelle von 2% schreiben, so dass x = % ist, und weil
wir

Loy M, (1 )(142) Ly (0+2)(n+3)(n+4)

n+3
-~ /7 t
T 2n+2) 2.3 (n+3) ek

haben, was im Fall n = 1 tibergeht in

B 1 2.3, 345, 4567 5
S(l)—x+2xx+2.3x —1—2'3'4x —1—2.3‘4'59( + etc
oder
1 5 6-7 7-8-9 8-9-10-11
1) = 1 3,924 5 6 7
5(1) x+2xx+x +2x +2‘3x —|—23'4x > 3.4.5 + etc
oder
B 1 2 2-5 2-5-14 ; 2-5-14-9 4
S(l)—x+2xx<1+1x+1'2xx+ 155" + 1T 235" +etc>
oder
B 1 3 3:5 5,5, 357 34 3:5-7-9 44 '
S(l)—x+2xx<1+64x+6'84x +6-8-104x 6-8-10-124x +etc);
aber es ist
vV1—4x =1 24x 2'44x 2'4‘649{ 2~4~6-84x etc,
woher
1-1 .
422 (14 o + 35,0 +etc)] =1—2x—+1—4x
2-4 6 6-8
ist, also

1—2x—+1—4x B 1+4+2x —+/1—4x

wie oben.

14



§17 Wir wollen nun n = 3 setzen und es sei S(3) = Q, wihrend

1+2x—+1—-4
S(1) =P = +2x— v/ X
4
wird, sodass
P—x+1xx+2'3x3+3'4'5x4+4 5'6'7955—i—etc
- 2 2.3 2-3-4 2-3-4-5 ’
—1x3—|—§x4—|—4'5x5+5'6'7x6+6'7'8'9x7+etc
3 4 2.5 2-3-6 2.-3-4.7
ist. Daraus berechnet man
2 1 2.3.5 3-4-5-8
Pxx — QO = —x3 — —x* 5_ 6
WoQ= 3 — Y 35 T2 3467
4 5.6-7-11 7 5.6 7-8-9-14x8_etC
2:3-4-5. 7 2:-3-4-5-6-8
und daher, indem man differenziert,
xxdP dQ 5 2:3_, 3:-4-5_ 5
2P e et P
x + dx P XX — X '3x 2'3.489(
4.5.6-7 5.6-7-8-9
T 1xb — 14x7 —
2345 % T2.3.4.5.6 % "¢k
aber
xde 2.3 3-4.5 4.5.6-7
34 45 56
G =T A e e
5:6:7-8:9 96x7+etc
2:3-4-5-6 !
deren Dreifaches zur ersten addiert
4xxdP dQ 2-3 4
2Px + ir —E—Sxx—i—Zx +4. ﬁx
3:4-5 5 4-5-6-7 4
+4 - 23 4x +4 2'3.4'5x + etc
liefert, und
2-3 3-4-5 4.-5-6-7 ¢
_ 3 £ O 4 ) 5 )
4Px = 4xx +2x° +4 >3 +4 2‘3'4x +4 > 3.4, 5x + etc,
daher sxdP 4O
xx
_2Px — _ o=
X dx dx

15



und
dQ = 4xxdP — 2Pxdx — xxdx,

woher wegen

1 dx
dP = —dx + ——
2 2+/1 — 4x
der Ausdruck
1 d
dQ = —fxdx-i- xdx\/l X+ — 2xxdx = ——xdx + e

v1—4x 2 2y/1 —4x

berechnet wird, und indem man integriert,

1 14 2x 1
Q——Exx— o \/1—4x—l—ﬂ.

Man setze x = % in welchem Fall P = g 3 wird; es wird Q = 192 sein, so dass

3 5
ist und , 1 , ,
—5 S = 1~ SG) = o

8

§18 Wir wollen nun im Allgemeinen S(n) = P setzen und die folgende
Summe S(n +2) = Q; es wird

P:ixn+rlfl|_1xn+1_|_”42’1xn+2+(”+?‘(:’;+4)xn+3
+<n+3)(2n';52(n+6)x”+4+etc

an_l}—zxnﬂ Zigxn+3+”2+3 n+4+(714“;)gl4‘6)xn+5
+(n+5)(2n‘—?+)—.74)(n—|—8)xn+6,

woraus man berechnet, dass

de

1 1
- (-1
Q= Px 2n—|—1 /de 2(n )xx po

16



sein wird. Daher kann also aus dem Wert S(n) der Wert S(n + 2) bestimmt
werden, ausgenommen im Fall n = 1, weil dann in f P}%" das Integral f %
auftauchen wiirde. Aber weil schon der Fall

1—6xx—(1+2x)v1—4x

5(3) =

24
bekannt ist, wenn dieser fiir P genommen wird, wird
S(5) = Px —Z/de — xx Pdx
XX

werden, was durch Integration entwickelt
S6) = (1 — 15xx +10x% — (1 +2x — 9xx) /1 — 4x)

gibt. Fiir x = % also wird

7 7
5(5) = 32-60 1920
und daher

§19 Es sei weiter n = 5 und

1
P= (1 — 15xx +102® — (1 — 2x — 9xx)V/1 — 4x> ;
es wird pd
5(7) = Px—3/de —owr [

sein, nach Entwicklung welcher Integrale man schliefSlich

S(7) = (1 — 28xx + 56x° — 14a* — (1 + 2x — 22xx + 20x%) V1 — 4x)

112

findet. Fiir x = } gesetzt wird also

1 7 7 7 9
N=—(1-24+2__° )=
S(7) 112( 1738 128) 2117

und daher

17



Wenn wir daher das sammeln, was wir bisher gefunden haben, werden wir
auch, wie man leicht vermutet, die folgenden Werte erhalten:

1 1 1
5(1)_2-22_ 4 1.2.2V

1 1 1
5(3)_4-24_ 96  3.4.23

1 1 1
S<5>_6-26_ 960  5-6-25

1 1 1
S(7) —

§.08 0210.7  7.8.27°

§20 Daher erhalten wir also schliefSlich fiir Z den folgenden Wert:

,_ 1 ar>  prt qm® on® en? " ete
4 3.4.22 5.6.24 7.8.26 9.10-28 11-12-210 !

so dass

1+1+l+l+etc—1nnz
33 5 73 2

ist oder
1-I—1 +1 +1 +etc—17r7r— 207 — 26 — 2y —etc
3 5 73 -8 3.4.24 5.6.26 7.8.28 '

Damit wir die Summe dieser Reihe finden, wollen wir 7 wie eine variable
GrofSe betrachten und wollen, nachdem 7 = ¢ gesetzt wurde, auch
4 6 8 Sol0
ALY LA AL

347567 7.8 9.9 """

setzen; es wird

j(;; = ag? + Bo* + 19® + 09 +etc =z
sein, woher wir

22z = 200¢p* + 4aPf® + dayg® + 4ad @0 + etc
+2ppg° +4Bre" +etc

bilden. Weil schon

20 _ 4ap _ Aday +2BPB
P="5 1= 0= g e
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ist, wird
Z/ZZd(p = B’ +7¢” +6¢° + etc = zp — a¢p®

sein und daher
2zzd¢ = zd¢ + ¢dz — 3a@ede.

§21 Weil nun a = % ist, findet man durch Integration

- L4
2 2tang’

wie dem Betrachtenden klar werden wird. Daher, weil
dds = zd¢?

ist, berechnet man

ds _1 _1 pde
dq)—/Zd(P_Zqo 2/ tang

_ 1. 1 ¢de
5T 4? 2/ng tan ¢

1+33+53+ +etc =5 n—f(qu—/

und

und daher

tan Q

und wegen ¢ = 7 oder 7T = 2¢ wird

1.1 pdp _ 7 [ ¢de [ ede
1+33+53+ +etc-/dq) tang 2/ tang tan ¢
:2/q)d(plnsin(p—§/dq)lnsinqo

sein; aber es ist

/dgolnsinq) = _7'(121‘12,

also 111
T
1+33+53+ + etc Tln2+2/q)dgolnq),
wo, nachdem die Integrale so genommen wurden, dass sie fiir ¢ = 0 gesetzt
verschwinden, anschlieffend ¢ = % gesetzt werden muss, dass man die

19



Summe der vorgelegten Reihe erhilt. Auch wenn aber die Integration nicht
ausgefiihrt werden kann, kann ihr Wert durch Quadraturen bestimmt werden.
Aber in der Tat ist die vorher durch Z gefundene Reihe selbst besonders
geeignet um die Summe ndherungsweise zu bestimmen.

§22 Dabher ergreife ich die Gelegenheit, genauer diese Reihe zu betrachten

1 n n+1 (n+2)(n+3)
P = —x" n+1 n+2 n+3
a2 toy
(1 HDEEI+E) s,

2-3-4

deren Wert wir fiir die Fille, in denen n eine ganze ungerade Zahl ist, mit
einer einzigartigen Methode bestimmt haben, die sich so verhalten:

(1+2x — 1 —4x)

NI

wennn =1, P=

n=3, P=25(1—-6xx—(1+2x)V1—4x)
n=>5 P=g&(1—15xx+10x> — (14 2x — 9xx)v/1 — 4x)
n=7, P=i5(1—28xx+56x> — 14x* — (1 + 2x — 22xx + 20x°)v/1 — 4x)

Weil daher die Summation im Allgemeinen auf eine Differentialgleichung
zuriickgefiihrt werden kann, scheint es der Miihen wert, zu untersuchen, wie
diesen Félle die Werte gentigen. Man sollte daher besser die Differentiale
betrachten, welche sind:

wenn n =1 dP:1<1+1>
Todx 2 1—4x
n=3 dP:l(—x—Fx)
Todx 2 V1 —4x
n=>5, dP:l(—x—l—xx—i—x_EMC>
dx 2 V1 —4x
n=7, g:;<—x+3xx—x3+x_5 %?)

§23 Im Allgemeinen aber ist durch Differentieren

x"2 4 ete.

P 4 o, m+)(n+2) 0 (n+2)(n+3)(n+4)
QY e 1.2~ T 1-2-3
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Wir wollen
dP  dP

X =Yy und a—%—s

setzen, dass wir

(n+1)(n+ 2)y2n+2 i (n+2)(n ‘2“.3)(” +4)

2n+4
1.2 123 y + etc

s = yZn—Z + le2n +
haben, woher

yls=y"+ny

n+2+ (n+1)<n+2)yn+4_|_ (n—|—2)(n —2|-3)(1’l—|—4>

n+6
1.2 123 y + etc

wird und daher weiter

dd (")

n+1)(n+2) ,
dy? Y

1
N m+1)(n+2)(n+3)(n+4)
1-2

=nn—-1)y"*+ n

¥+ ete.

Es ist aber auch

1 S
—— 4= =
2dy yy

N (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
1-2-3

(n+1)(n+ 2>y2n—1

(= 22"+ (n = 1)y

y2n+1 + etc,

was mit 1>~ 2"

1 oS\ nn+1)(n+2)
Wd <y5 2 d]/]/) =n(n—1)y+ 7 y
+(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
1-2

multipliziert und erneut differenziert

y5 + etc

ergibt, welche Reihe durch das Obere auch gleich

yS—ndd(yZ—ns)
dy?

ist, so dass wir zwischen s und y diese Gleichung haben

d (ySZ”d;y> = 4y>7"dd (y*"s).
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§24 Nachdem das Element dy als Konstante genommen wurde, gibt die
Gleichung entwickelt

y>72dds + (1 —2n)y*2"dyds — 4(1 — n)y' ~>"sdy?
=4y°2"dds + 8(2 — n)y* " *'dyds + 4(2 — n) (1 — n)y>*"sdy?,

2n—1

welche mit y multipliziert in diese

yy(1 — 4yy)dds + (1 — 2n)ydyds — 4(1 — n)sdy?
—8(2 — n)y*dyds — 4(2 — n)(1 — n)yysdy* = 0

tibergeht, welche fiir yy = x gesetzt und dx als Konstante genommen in diese

xx(1 —4x)dds + (1 — n)xdxds — (1 — n)sdx?
—2(5 — 2n)xxdxds — (2 — n)(1 — n)sxdx* = 0

verwandelt wird, wo
P
s:—x oder P:/sdx

ist. Die Integrationen aber miissen nach dem Gesetz aufgestellt werden, dass,
wihrend x unendlich klein wird,
ds

1
g -1 n—2, — -1 d P=—-x"
P (n—1)x s=x un X

wird.

§25 Wenn diese Gleichung durch eine unendliche Reihe integriert wird,
indem man mit dem Term x"~! beginnt, wird die vorgelegte Reihe selbst wie-
derhergestellt, aber der Anfang kann auch bei konstanten Term x” gemacht
werden, woher man auch ein Integral erhilt, welches aber unseren Bedin-
gungen nicht gentigt; aber es kann auflerdem ein anderes Integral gefunden
werden, welches mit jenem verbunden die Aufgabe erledigt. Man setzt also an

s:O+Ax+Bx2—|—Cx3—|—Dx4+Ex5+Fx6+etc,

es wird 4
d{( — A+ 2Bx +3Cxx + 4Dx® + 5Ex* + 6Fx® + etc
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sein und

dds

iz 2B + 6Cx + 12Dx? + 20Ex® + 30Fx* 4 42Gx° + etc,

nach Einsetzen welcher Reihen

- (1-n)O
—(2-n)(1—=n)Ox—(2—n)(1—n)Ax>~(2—n)(1 —n)Bx*—~(2 —n)(1 —n)Cx*—etc =0
+ (1—n)Ax+ 2(1 — n)Bx*+ 3(1 —n)Cx>+ 4(1 —n)Dx*+etc =0
— (1—n)Bx*— (1—n)Cx>— (1—n)Dx*—etc=0
+ 2Bx*+ 6Cx°+ 12Dx*+etc = 0
— 8Bx>— 24Dx*—etc =0

werden muss, welche Gleichung auf diese Form zuriickgefiihrt wird
—(1-n)0—-(2—-n)(1—n)Ox
+(3 —n)Bx* +2(4 — n)Cx®> +3(5 — n)Dx* +4(6 — n)Ex’ +etc = 0
—(B8—n)(4—n)Ax* = (5—n)(6 —n)Bx® — (7 —n)(8 —n)Cx* — (9 —n)(10 — n) Dx*

§26 Nachdem also diese Terme gleich 0 gesetzt wurden, muss O = 0 werden,
wenn nicht n = 1 ist, aber fiir die iibrigen Koeffizienten wird man

3—n)4—n), 4-—n

P="1m-m 4= 14

D— (7 ;(1;)£8n; n)C _ (6—n)(17';n§(8—n)A,

- (9;?6)(_1(;)— g (7—n)(8;.112)F93'—4n)(10—n)A
etc

haben, woher das Bildungsgesetz der Progression klar ist. Im Fall n = 1 bleibt
aber die Grofse O unbestimmt, dann aber geniigt sie der Gleichung, nachdem
alle Koeffizienten gleich 0 gesetzt wurden, sodass s = 0 ist, sogar wenn aus
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diesen Bestimmungen auch endliche Werte fiir diese angenommen werden
konnten, wie zum Beispiel

3 4.5 5-6-7
B—IA, C—ﬁA, D—mA, etc,
woher das unvollstandige Integral
_ 3, 455 567, 6:7-8-9 ¢
s—O+A<x+1x PR +1.2‘3x +1‘2.3‘4x +etc

ware.

§27 Auf dhnliche Weise wird fiir die iibrigen Fille, in denen 7 eine ganze
Zahl ist, O = 0 werden, aber die Zahl A ist beliebig; aufierdem wird ein
anderer Koeffizient auch nicht bestimmt festgelegt, der sich deshalb nach
Belieben annehmen ldsst. Wenn er daher gleich 0 gesetzt wird, wird man ein
Integral, das aus endlichen Termen besteht, haben, welches sich so verhalten
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wird:

Wenn n = 3 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=0,C=0, etc

Wenn n = 4 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=0,C=0, etc

Wenn n = 5ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=—-A, C=0, D=0, etc

Wenn n = 6 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=-2A,C=0, D=0, etc

Wenn n = 7 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=-3A,C=A, D=0, etc

Wenn n = 8 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=—4A,C=23A, D=0, E=0, etc

Wenn n = 9 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=-5A,C=35A, D=—133, E=0, et

Wenn n = 10 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=—-6A, C=13A, D=—-%2 E=0, et

Wenn n = 11 ist, ist O = 0, A unbestimmt,
B=-7A,C=38A, D=—-323A, E=133A F=0, etc

etc

§28 Siehe also fiir alle Félle, in denen n eine ganze positive Zahl aufler

n = 2 ist, die speziellen Integrale, woher die rationalen Teile der oben fiir g—l;
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gefundenen Formeln berechnet werden konnen:

wennn=1, s=0
wennn =3, s= Ax
wennn =4, s= Ax
wennn =5 s=A
wennn =6, s=A
wennn =8, s= A(x—4xx+3x°)

x — 5xx + 6x° — x*)

wenn 1 =10, s = A(x — 6xx + 10x> — 4x%)
wennn =11, s= A(x — 7xx + 15x° — 10x* + x°)
wennn =12, s = A(x — 8xx +21x% — 20x* + 5x°)

(
(
wennn =7, s=A(x—3xx+x°)
(
(

wennn =9, s=A

§29 Fiir eine beliebige Zahl 1 also ist das spezielle Integral

i X — ”T"lxx + (n—51)‘(2ﬂ—6) v — (ﬂ—6)(gg)(n—8) x4
+ (n—7)(n—18.)2§;1;9)(n—10) 5 — etc ’

wenn auch die ins Unendliche fortgesetzte Reihe geniigt; dennoch, weil ein
gewisser Term verschwindet, lassen sich alle folgenden weglassen, die ja
getrennt genommen ein anderes spezielles Integral liefern wiirden. Im Ubrigen
ist daher klar, dass eine beliebige dieser Formeln aus zwei vorhergehenden
so bestimmt werden, dass, wenn fiir die Fiallen = v, n =v+1,n = v+ 2 die
Werte von s, s/, s” gesetzt werden,

s =5 —sx

sein wird, weil ja die Konstante A bei allen denselben Wert erhilt. Und
vermoge dieses Gesetzes muss fiir den Fall n = 2 der Wert s = 0 gesetzt
werden. Aber, wie ich schon erwédhnt habe, geniigen diese speziellen Integrale
unseren Bedingungen nicht; dennoch liefern sie irrationale Teile, wie wir bald
sehen werden.

§30 Damit wir aber die vollstindigen Integrale finden, wollen wir andere
spezielle Integrale untersuchen, die irrationale Teile liefern. Fiir dieses Ziel
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wollen wir ;

V1 —4x
setzen; es wird
ds — dt L 2tdx
VI—4x  (1-—4x)3
sein und
ddt 4dxdt 12tdx?

dds =

+ + ,
VI—4x  (1—4x) (1-—4x)2
nach Einsetzen wovon unsere Differenzen-Differentialgleichung in diese Form
tibergehen wird

xx(1 —4x)ddt — (n — 1)xdtdx + (n — 1)tdx®
+2(2n — 3)xxdtdx — n(n — 1)txdx* = 0.

Man setze hier
t= A+Bx—|—Cx2—|-Dx3+Ex4+Fx5+Gx6—|—etc,

und nachdem die Substitution gemacht worden ist, gelangt man zu dieser
Gleichung;:
0=(m-1)A

—n(n—1)Ax — (n —3)Cx*> —2(n — 4)Dx® — 3(n — 5)Ex* — etc
—(n—2)(n—3)Bx* — (n—4)(n —5)Cx® — (n — 6)(n — 7)Dx*;

wenn also nicht n = 1 ist, muss A = 0 sein und fiir die {ibrigen Werte wird

 (n=2)n-3), n-=2
c=- 1-(n—3) B=-—-5
(n—4)(n-5) ., (n—2)(n—25)
b=- 2(n —4) €= 1-2 B
(n—6)(n-=7),  (n=2)(n—6)(n—-7)
E=- 3(n—5) b=- 1-2-3 B
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§31 Aus diesen werden sich also die endlichen Werten von ¢ fiir die einzelnen
ganzen Zahlen n so verhalten:

wennn=1 t=A
wennn =2, t=Bx
wennn =3, t= Bx
wenn n =4, t= B(x —2xx)

x — 3xx)

x — dxx +2x%)

x — 5xx +5x°)

X — 6xx +9x° — 2x*)
wennn =9, t=B(x—7xx+ 14x° — 7x*)

wenn n = 10, = B(x — 8xx +20x> — 16x* +2x°)

wennn =>5, t=B8B
wennn =6, t=B
wennn=7, t=B

wennn =8, t=B

—_— o~ o~~~ o~

und im Allgemeinen

-2 (n=2)(n=5) .3 _ (n=2)(n—6)(n=7) 4
B X — ARy 4 T — 123 x
B (n1=2)(n=7)(n—8) (n=9) , 5 ’
+ 1534 x° —etc
wo wiederum, wie zuvor, t"/ =t — tx ist.
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§32 So wie wir oben die Reihe P durch S(n) bezeichnet haben, wollen wir
so die Reihe s = ‘31—1; durch X(n) bezeichnen; es wird im Allgemeinen

B
2Bx
Bx
>3)=Ax+ ——
B(x — 2xx)
2(4) = Ax + ———=
B(x — 3xx)
2(5) = A(x — xx) + ———"
B(x — 4xx +2x%)
Y(6) = A(x — 2xx) +
B(x — 5xx + 52°)
27 :A x_3xx_|_x3 +
B(x — 6xx +9x3 — 2x*)
2(8) = A(x — 4xx +32°) +
B(x — 7xx + 14x3 — 7x*)
2(9) = A x_5xx_|_6x3_x4 +
B — 2 3_1 4 25
5(10) = A(x — 6xx + 10x> — 4x*) + (x — 8xx + 2023 — 16x* + 2x%)
V1 —4dx
etc
sein; hier ist A = — und B = 1, so dass die Formen auf die vorgelegte Reihe

angewendet werden.

§33 Weil ja diese Werte eine rekurrente Reihe beschreiben, kann der all-
gemeine Term, weil ja ein beliebiger dem letzten und dem vorletzten mit
x multiplizierten gleich wird, oder der Wert von X(n) endlich ausgedriickt
werden; es wird namlich aus der Eigenschaft der rekurrenten Reihen

HM:M<LHQ—M>+N<LwG—M>
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sein, wo aus den beiden ersten die Koeffizienten M und N so bestimmt
werden, dass

2
M_(A+B)(1—2x—\/1—4x)_ A+ B 1—+v1—4x
2xv/1 — 4x xv/1—4x 2
2
N_(B—A)(1—2x+\/1—4x)_ B—A 1++/1—4x
2xv/1 — 4x xv1—4x 2
ist. Weil aber fiir unseren Fall A = —% und B = % ist, wird
2 2
(1) = 1 1++v1—4x 1—+v1—4x
xv/1 —4x 2 2
sein oder )
_
5(n) = X 1—+v1-—4x _di
V1 —4x 2 dx’
wiahrend
1 n+1 Tl—|—1 n+2 (n—|—2)(n+4) n+3
P = . +n—|—1 -+ > X + 5.3 x
(1+3)(1+5)(146) s,

2-3-4

wird.

§34 Der Wert dieser Reihe also, den wir P setzen, ist

n—2
P—/ xdx 1—+v1—4x )
) V1 —4x 2 ’

um das Integral zu finden, setze man

1—v1—4x

2 =Y

es wird
dx

dy = —~
Y Vv1—4x

und x =y —yy
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sein, woher
n n+1
Y

- _ n—2_ Y _
P—/dy(y yy)y e

wird und daher
_ntl-ny .,

n(n+1)

oder

p_nt2+nyT—dx (1—\/1—4x>"25(n>

2n(n+1) 2
fiir x = } gesetzt, woher man fiir die oben (§14) ausgelegten Formeln

n—+2
S(n) = 2t (n+1)n
berechnet und daher, wie sich die Formeln dort verhalten
1 1
- g .
CES i A T ey

welcher Ausdruck vollig mit denen {iibereinstimmt, welche wir oben (§19)
einzig auf Induktion gestiitzt gegeben haben, so dass nun freilich weiter kein
Zweifel {ibrig bleiben kann.

§35 Darauf ist bemerkenswert, dass das vollstandige und freilich algebrai-
sche Integral dieser Differenzen-Differentialgleichung

xx(1 — 4x)dds — (n — 1)xdxds + (n — 1)sdx?
+2(2n — 5)xxdxds — (n — 1)(n — 2)sxdx? = 0

angegeben werden kann, welches sich aus dem Vorhergehenden so verhalt
-2 -2
Cx (1+vI—dx)’ LoDx (1-VI-k& ”‘
V1 —4x 2 V1—4x 2 '

wie dieses daher durch Integration gefunden werden kann, ist nicht so leicht
klar. Daher wird trotzdem eingesehen, dass die Substitution

Xu

V1 —4x

S =
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sehr niitzlich sein wird; nachdem namlich in §30 t = ux gesetzt wurde,
entsteht diese Gleichung

xx(1 —4x)ddu — (n — 3)xdxdu — (n — 2)(n — 3)xudx?
+2(2n — 7)xxdxdu =0

oder

x(1 — 4x)ddu — (n — 3)dxdu — (n —2)(n — 3)udx?
+2(2n —7)xdxdu =0,

deren Integral also

n—2 n—2
1++v1—4x 1—+v1—4x
u=C|—%5— +D | —Y =

ist.

§36 Wenn in dieser Gleichung
vli—4dx=y

gesetzt wird, und das Element dy als konstant eingefiihrt wird, wird diese
einfachere Gleichung hervorgehen

(1 —yy)ddu +2(n — 3)ydydu — (n —2)(n — 3)udy?® = 0,

deren Integral schon bekannt ist
B 1 +y n—2 1 —y n—2
e (M) o (15

zu sein. Damit also klar wird, wie diese daher gefunden werden kann, wollen
wir n = m + 2 setzen, sodass wir

(1 —yy)ddu + 2(m — 1)ydydu — m(m — 1)udy® = 0
haben, wo klar ist, dass diese Position

u=(a+By)"
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angenehm betrachtet werden kann, woher
du = mBdy(a + By)"

und

ddu = m(m — 1)BBdy*(a + By)™ >
wird; nachdem das gemacht wurde, wird
m(m —1)(a+ By)" 2(BB(1 — yy) +2B(ay + Byy) — aa — 2afy — pPyy) =0
sein und daher B = aw, also
u=C(lty)™
Und wegen des doppeldeutigen Zeichen wird man als vollstandiges Integral
u=C(l+y)"+D(1—-y)"

erhalten.

§37 Im Ubrigen wird es forderlich sein, bemerkt zu haben, dass diese letzte
Gleichung

1 —yy)ddu + 2(m — 1)ydydu — m(m — 1)udy? = 0
(1—yy) ( )ydy ( Judy

integrierbar gemacht wird, wenn sie durch (1 +y)™ geteilt wird. Aber die
erste Gleichung

x(1 —4x)ddu — (n — 3)dxdu — (n — 2)(n — 3)udx® +2(2n — 7)xdxdu = 0
wird integrierbar, wenn sie mit

n—2

5 x "2ydyx

xfn+3du o

multipliziert wird. Im Allgemeinen aber wird die vorgelegte durch diese
Gleichung

xx(A + Bx)ddu + %(Za + A)Axdxdu + %IX(A —2)Audx?

1 1
+ = (20 + A + 1) Bxxdxdu + sz()\ —1)Bxudx® =0,

5
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wenn sie mit x*~2du + ax*~3udx multipliziert wird, integrierbar werden und
das Integral wird

1 1 1
ExA(A + Bx)du? + ax* 1 (A + Bx)ududx + Eococx)"z(A + Bx)u?dx* = ECdx2

sein oder
2
x*du? 4 2ax Yududx + aex’ 2u?dx® = AcixBx’
also Ve
A -1 dxv'C
x2du + ax2* " udx = ——
v A+ Bx
und daher

x“*%)‘dxﬁ
VA+Bx

u=x=

§38 In dieser allgemeinen Gleichung aber ist unsere obere nicht enthalten;
daher wollen wir die Bedingungen dieser Gleichung

xx(A + Bx)ddu + x(C 4 Dx)dudx + (E + Fx)udx® = 0
genauer untersuchen, dass sie mit
2 2du + ax? Budx

multipliziert integrierbar wird. Und zuerst wird das Integral

1 E
Ex)‘(A + Bx)du® + ax* (A + Bx)ududx + A(X_ zx)"zuude

«F
A—=1
es benotigt aber, dass zuerst

+ M 1u?da? = Gdx;

C= <zx+;)\> A, D= <a+;A+;>B
ist, dann aber auf dreifache Weise
I. entweder E = fa(A —2)A und F = 1a(A — 1)B, welches der obere Fall ist.
IL. oder A = 2a +2, F = fa(2x + 1)B, wihrend E unbestimmt bleibt.

III. oder A =2a+1, E = 1a(2a — 1) A, wihrend F unbestimmt bleibt.
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§39 Siehe also die zwei Differenzen-Differentialgleichungen, die sich hinrei-
chend weit erstrecken, welche sich mit dieser Methode integrieren lassen:

L.

II.

xx(A + Bx)ddu + (2a + 1) Axdxdu + Eudx?
+ (20 + 3) Bxxdxdu + La (2 + 1) Bxudx® = 0,

die mit
20 20—1
x“*du + ax udx

multipliziert das Integral

1

Exz‘”z(A + Bx)du? + ax®* ™ (A + Bx)ududx
1 1

+§Ex2”‘uudx2 + Eochxz"‘Huudxz = Gdx?

gibt. Die andere Form aber ist

xx(A+ Bx)ddu + (2a + 1) Axdxdu + %0&(20( —1)Audx?
+(2a + 1) Bxxdxdu + Fxudx® = 0,

welche mit
2 du + ax® 2udx

multipliziert dieses Integral liefert

1 1
Exz‘"“(A + Bx)du® + ax®*(A + Bx)ududx + Eoczxsz""l
1
+§Fx2“u2dx2 = Gdx?.
Wenn in der ersten

A=1, B=-4 und 24+1=-n+3 und E=0

gesetzt wird, geht die in §35 vorgelegte Gleichung hervor.
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§40 Aber es ist ein anderer Weg gegeben, die Summe der Progressionen aus
§23
I _ s M (EDOED) s (12D D0)
zu finden; in diesem, weil x wie eine Konstante betrachtet wird, wollen wir
diese Reihe betrachten
(n+1)(n +2)a4 n (n+2)(n+3)(n+4)
2-4 2-4-6

+ etc

5:1_1_%2 a® + etc,

aa = 2x und d—P = x"" g
dx

ist. Man nehme gleich diese Reihe
(1+ay) "+ (1 —ay) "
2

(n - ;)naay2+<n_1) <”+1)(”+2) 4.4

zur Hilfe, fiir welche wir der Kiirze wegen

=1+

1+ Aa®y? + Ba*y* + Caby® + etc
schreiben wollen und es wird

1 1. 1-3-
s—1+7A + 3 Ba* + 35 Ca® + etc

1 (n—1)n (n—1)(n+1)

sein. Man setze nun

= % /dz(l + Aa*y? + Ba*y* + Ca®y® + etc),

1
/yydz-n_l/dz
3
44z = =
/ydz—n/yydz
5
64y — 4
/ydz_n+l/ydz

werden und daher im Allgemeinen

-1
21 212
/ y~dz = " /\ 5|V dz,

wenn nach der Integration y ein bestimmter Wert zugeteilt wird.

und es muss
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§41 Wir wollen also setzen, dass im Allgemeinen

-1 3 QyZA—l
27 20—2
/y dz = +A 2 VT TR T

ist, und daher, indem man differentiert und durch yzA*z teilt, berechnet man
(n+A—=2)yydz = (2A —1)dz + ydQ + (2A — 1)Qdy,
welche Gleichung fiir alle Zahlen A Geltung haben muss, woher so wie
yydz = 2dz + 2Qdy

auch genauso
(n—2)yydz = —dz +ydQ — Qdy
sein wird, also
dr = 2Qdy _ ydQ—Qdy
=2 (n=2)yy+1

dQ _ _(2n—3)ydy
Q  2-yy

sein wird und daher

woher

und Q= (2-yy)" 2

dz = —2dy(2 — yy)”’%.

Daher wird, nachdem nach der Integration y = V2 gesetzt wurde,

1
2A 202
/ ydz = +/\ 2 ¥z

und man findet

S dy@—yy)" A (1 +ay)” ”“+( y)‘”“),
2 [dy(2—yy)"~2

wenn nach der Integration y = /2 gesetzt wird.
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§42 Auch wenn diese Methode sofort fiir die gesuchte Summe eine Inte-
gralformel beschafft, zeigt sie dennoch nicht den wahren Wert in einem
algebraischen Ausdruck. In dem oberen Zeilen haben wir aber gesehen, dass

n—2
dp X (1—\/1—43()

dx ~ VI—4x 2

ist, woher wir schliefSen, dass hier
) -2
o (1-yT—4x\ 1 [1-yi—dx)
V1 —4x 2 CV1—4x 2x

sein wird. Wenn wir daher 2x = aa setzen, wird auch der Wert der oberen
Integralformeln im Fall y = V2

-2
1 1—I—2aa)
~ V1—2aa aa

algebraisch sein, welcher Umstand keineswegs zu verachten scheint, weil sich
daher vielleicht andere hochberiihmte Sachen in dieser Art berechnen lassen.
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